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Abstract: Aquest és un document que tracta de donar una primera introduccio
a la teoria de nusos, estudiar alguns dels seus invariants algebraics més coneguts
posant una enfasis especial en el polinomi de Jones i classificar d’aquesta manera
els nusos d’ordre més baix. Finalment, esmentarem algunes aplicacions.

1 Introduccid

L’especie humana té coneixement dels nusos
desde temps immemorials. Comencant per
I’enregistrament d’informacio, les xarxes
de pesca o fins i tot per motius religiosos,
els nusos han estat de gran importancia
per la seva utilitat i simbologia espiritual.
Moltes obres d’art de cultures d’arreu del
mén presenten aquestes figures en les seves
obres. Alguns exemples son la cultura
Xinesa, Tibetana o Celta.

Els nusos comencen a tenir la seva
preséncia dins el mén de les matematiques
a partir de l'any 1771 degut als treballs
realitzats per Alexandre-Théophile Van-
dermonde el qual es dedica a estudiar
les propietats topologiques dels nusos en
relacié a la seva posicié en 'espai. Treballs
posteriors de Carl Friedrich Gaufl qui
va definir diverses propietats d’aquests
objectes [Silver (2006)] van projectar
aquesta teoria a la fama. L’any 1860 la
teoria sobre 'atom en ’aether formulada
per William Thomson va dur a Peter
Guthrie Tait a la creacié de les primeres
taules de nusos. L’any 1885, aquest va
publicar la primera taula amb tots els
nusos de fins a deu creuaments, també va
formular les conjectures que duen el seu

nom.

A principis del segle XX, Max Dehn i J.
W. Alexander van estudiar els nusos des del
punt de vista de la teoria de grups i el seus
invariants utilitzant grups d’homologia,
cosa que va dur a la creaci6 d’un dels
primers invariants algebraics de la teoria,
el polinomi d’Alexander.

A finals de I'any 1970, la incorporaci6 de
la geometria hiperbolica en 'estudi dels nu-
sos utilitzant el teorema de Geometritzacio
de Thurston va permetre classificar aquests
en funcié de la seva metrica, permetent
I'ts de la geometria en la creacié de nous
invariants. El descobriment del polinomi
de Jones per part de Vaughan Jones
lany 1984 [Sosinskil (2002)] juntament
amb contribucions de Edward Witten
i Maxim Kontsevich van revelar fortes
relacions entre la teoria de nusos i metodes
matematics en mecanica estadistica i teoria
quantica de camps. Una gran quantitat de
invariant han estat inventats desde llavors
utilitzant eines com els grups quantics o la
homologia de Floer.

En les darreres decades, els cientifics
han estat interessats en I’estudi dels nusos
fisics per tal de comprendre el nuament



Figura 1.1: D’esquerra a dreta: Nus sim-
ple (Overhand Knot en anglés) i Arbre
de la vida, nus celta simbol de la natu-
ralesa.

de ’ADN i de diferents polimers. Aquesta
teoria s’utilitza també per determinar si
una molecula és o no quiral. Finalment,
la teoria de nusos pot ser crucial en
la construccié dels primers ordinadors
quantics a través del model proposat per
Alexei Kitaev [Collins (2006)].

1.1 Sobre els nusos

Els nusos, son estructures presents en el
nostre dia a dia. La Figura 1.1 mostra un
parell d’exemples del que considerem nus
en el sentit habitual.

El problema que tenen aquests nusos és
que, aquests mantenen la seva forma a par-
tir de la tensié i friccié que existeix entre les
cordes que formen el nus. No és gaire dificil
veure que un podria desfer aquests nusos de
manera que acabariem obtenint una simple
corda sense cap nus. Es per aixo, que en
matematiques és necessari considerar una
definicié més restrictiva d’aquest concepte
per tal de preservar I'estructura de I'objecte.
Podriem pensar, que si unissim els caps de
les cordes de la Figura 1.1, aleshores només
tallant la corda seriem capacos de desfer el
nus (aixo precisa de demostracid!).

Figura 2.1: Exemple d’un nus salvatge.

2 Algunes definicions i
els objectius de la teo-
ria de nusos

De definicions de nus, parlant en termes
matematics, n’hi ha diverses. Nosaltres
considerarem la definicié dins el camp de la
topologia, d’on en reutilitzarem molta no-
tacio. A més, la teoria de nusos s’emmarca
dins una teoria més general; la de links. Per
tant, moltes vegades anirem mencionant re-
sultats que també son valids per aquests
objectes. La segiient seccidé pretén donar
unes primeres definicions pel que fa als nos-
tres objectes.

Definicié 1. Diem que L és un link de m
components, o un m-link si és un subcon-
junt de S®, o de R®, que consisteiz en m
corbes disjuntes, simples, tancades i lineals
a trossos. Un 1-link és un nus.

La condici6 de lineal a trossos significa
que les components de L estan cadascuna
d’elles feta d'un nombre finit de rectes
col - locades una al costat de l'altra amb
el principi d’una coincidint amb el final de
I’altra. Aquesta condici6 evita la creacio
de nusos patologics que no presenten
un comportament esperat (Figura 2.1).
A aquests ultims nusos se’ls anomena
salvatges i no seran estudiats en aquest
treball. A la practica, quan representem
nusos o links assumirem que hi ha tants
segments rectes que cada component
semblara corba.

De qué tracta la teoria de nusos? Una
possible resposta és que la teoria de nu-
sos pretén classificar el conjunt de possi-
bles nusos. Donat un nus K, hom con-



Figura 2.2: A l’esquerra el nus 7; (més
endavant explicarem el perqué del nom).
A la dreta un 3-link conegut amb el nom
d’anell Borromeu.

sidera que aquest esta inclos, mitjancant
una aplicacié continua, dins ’espai ambient
tres dimensional R? o equivalentment dins
S3, obtenim aleshores la teoria classica de
nusos. Aquesta teoria pretén estudiar la
col - locacié de K dins aquest espai. Classi-
ficar, en aquest cas vol dir considerar iguals
sota certes condicions, que definirem més
endavant.

Definici6é 2. Diem que un nus estd desnuat
0 que és el nus trivial, notacionalment O si
no presenta cap creuament en els segments
de corda que el formen.

El nus trivial és el nus més simple que
existeix.

2.1 Equivaléncia entre nusos

Expliquem ara que entenem quan diem que
dos nusos son el mateix.

Definicié 3. Diem que dos links L i L' a
S3 son equivalents si existeir una isotopia
ambient entre ells.

Es a dir, si existeix una familia
d’homeomorfismes h;, : S® — S3 per
t € [0,1] tal que hy = 1, hy = h i
(x,t) — (hyz,t) és un homeomorfisme lin-
eal a trossos de S% x [0,1] a S3, lavors
direm que L i L' son links equivalents.
L’equivalencia entre nusos és la mateixa
que en la Definicié 3 tenint present que
en aquest cas només tenim una compo-
nent. Observem que la distorsi6é no és del

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.3: A D’esquerra el nus 3; també
conegut com Trefoil amb parametritzacié
(sint + 2sin 2t, cost — 2 cos 2t, —sin 3t). A la
dreta, la seva projeccié paral - lela sobre
Peix z.

mateix link siné de 'espai ambient” S* en
si mateix. Definir nus equivalent d’aquesta
manera evita que els creuaments que for-
men el nus o link puguin fer-se cada vegada
més petits fins a desapareixer. D’aquesta
manera, és possible moure tot S de forma
continua utilitzant h; per passar de L a L.

2.2 Representaciéo d’un nus en
matematiques

Tenint present la definicié de nus a partir
d’ara en sentit matematic donada a la
Definici6 1, un pot veure la dificultat
d’estudiar aquest tipus d’objectes tres
dimensionals en un llibre de text o bé
en una pissarra. Es per aixo, que per
tal d’estudiar-los sovint es representen
els nusos mitjancant el seu diagrama de nus.

Considerant la projeccié paral - lela (o
axonometrica) sobre l'eix z en el pla R?
d’'un nus qualsevol K, obtindrem una
figura com en 'exemple 2.3.

Considerant aquesta projeccié pero,
un perd informacié sobre el propi nus,
ja que cal saber quin segment de corda
va per sobre i quin per sota alhora de
creuar-se. Per tal de no perdre aquesta in-
formacio, el segment que passa per sota se’l
dibuixa de forma discontinua mentre aquest
passa sota el segment de corda que el creua.

D’aquesta manera, la projecci6é del nus 3;
— nom que rep un nus d’acord amb unes



normes que definirem més endavant — de la
Figura 2.3 quedaria de la segiient manera:

)

Aixi doncs, considerant la projeccié
paral - lela sobre l'eix z d'un nus K
qualsevol i disposant de la informaci6 sobre
els crenaments obtenim el que anomenarem
diagrama de nus, notacionalment diag(K).
Moltes vegades, en la literatura es fa un
abus de llenguatge i notacié, anomenant
nus al que nosaltres anomenem diagrama
de nus i fent servir K i diag(K) indistin-
tament. D’aqui a no massa veurem que
de fet, estudiar-ne les propietats d'un és
equivalent a estudiar les de l'altre.

3 Els moviments de Rei-
demeister

Una primera aproximaci6 per tal de distin-
gir si dos nusos son diferent és veure quan
son iguals. Aquesta és la inspiracié darrera
de la segiient seccié que tractara sobre els
moviments de Reidemeister i el Teorema
central de la Teoria de Nusos.

3.1 Moviments de Reidemeis-

ter

Motivats per la Seccié 2.1, un podria veure
sense massa dificultat que cadascun dels
moviments de la Figura 3.1 resulta en un
diagrama de nus equivalent a 1’original.

A aquests tres tipus de moviments se’ls
anomena moviments de Reidemeister. Al
primer de tots se’l diu de Tipus I o twist
en angles, al segon de Tipus II o poke i al
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Figura 3.1: De dalt a baix: Moviment
de Tipus I, Tipus II i Tipus III [Trace
(1983)]. Cal pensar que els segments
lliures de corda s’uneixen a través d’un
nus K.

tercer de Tipus III o slide.

Moviment de Tipus I o twist: També
anomenat RI per abreujar notacid, aquest
tipus de moviment consisteix en "pessigar”
la corda i amb el tros obtingut donar-li la
volta (d’aqui el nom en angles) fent un
bucle com en el de la Figura 3.1.

Moviment de Tipus II o poke: També
anomenat RII. Aquest tipus de moviment
consisteix en fer passar una de les dues
cordes per sobre de I'altra. En angles, la pa-
raula poke significa fer passar forgosament
alguna cosa en una certa direcci6 i doncs
en aquest cas es podria pensar que una de
les dues cordes s’ha fet passar per sobre de
I'altra.

Moviment de Tipus III o slide: També
anomenat RIII. Aquest tipus de moviment
consisteix en, com el nom en angles indica,
fer lliscar una de les tres cordes d’una
banda a l'altra de la intersecci6 entre
les dues cordes restants. En la Figura
3.1 podem veure com el segment de
corda horitzontal llisca de dalt a baix del
creuament entre les altres dues cordes.

La Figura 3.2 mostra el nus 3; juntament

4



Figura 3.2: Moviments de Reidemeister
aplicats al nus 3;. D’esquerra a dreta i
de dalt a baix: Nus 31, nus 3; havent apli-
cat un moviment RI, RII i RIII respec-
tivament. Per aplicar RIII hem hagut
d’aplicar RI abans ja que no es possible
aplicar directament RIII en aquest cas.

amb aquest mateix havent aplicat cadascun
dels moviments anteriors.

Continuant amb el que hem vist, no
és massa dificil veure que aplicant una
seqiiencia finita de moviments RI, RII o
RIIT a un diagrama de nus qualsevol, el nus
obtingut és equivalent a l'original.

3.2 El Teorema central de la
Teoria de Nusos

L’any 1930, Kurt Reidemeister demostra
que I'implicacié contraria també és certa, és
a dir que si dos diagrames de nusos quals-
sevol son equivalents, aleshores sempre po-
dem trobar una seqiiéncia finita de movi-
ments de Reidemeister de manera que po-
dem transformar un diagrama de nus en
Ialtre. Aquest resultat va donar lloc al
teorema central de la teoria.

Teorema 1. diag(K) i diag(K') son equiv-
alents si i només si, existeix una seqiencia
finita de moviments RI, RII o RIII que
passa d’un a [’altre.

Una demostracié del teorema original
es pot trobar a [Roberts (2015)]. Aquesta

@@@@@

Figura 3.3: Com es pot observar en
I’exemple, el nus de Culprit és equivalent
al nus trivial. Mitjancant la seqiiéncia
de moviments segiient podem passar de
PPun a l’altra. D’esquerra a dreta i de
dalt a baix: RII, RITI4RIII, RII, RIII,
RI+RII, RII, RII, RII, RI, [Kauffman
and Lambropoulou (2007)].

demostracié es troba fora de l'objectiu
del treball — i per aix0 s’ha optat a no
reproduir-la — pero en essencia aquesta
demostracié fa 1us del fet que un pot
generar nusos equivalents a 1'original
afegint triangles als costats d'un nus
poligonal.

El Teorema 1 doncs, posa en evidencia
el fet que parlar d’equivalencia entre
nusos o d’equivalencia entre diagrames de
nusos és el mateix, doncs aquests estan
en correspondéncia a través de la Seccid 2.2.

D’aquesta manera i fent referencia al men-
cionat anteriorment, a partir d’ara farem un
abus de llenguatge i notacié dient nus K in-
distintament sense donar importancia al fet
de si ens referim al nus o al seu diagrama.

4 Propietats sobre nusos

En aquesta seccié posarem de manifest difer-
ents propietats d'un nus que més endavant
tindran importancia en la seva classificacio.

Definicié 4. Anomenem ordre de K, O(K)
al minim nombre de creuament que K pot
arribar a presentar donat un diagrama qual-
sevol.

La Figura 3.3 demostra que l'ordre del
nus Culprit és zero ja que aquest sempre
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Figura 4.1: A l’esquerra el nus 4; o Fig-
ure Eight en Anglés. A la dreta, el seu
nus emmirallat.

és un nombre positiu. Tampoc és molt
dificil veure que donat un nus K qualsevol
a aquest se li pot afegir creuaments mit-
jancant moviments RI, no obstant O(K) es
manté contant.

Definicié6 5. Diem que wun nus és
Uemmirallat K d’un altre nus K si aquest
primer s’obté a partir de [’original canviant
tots els creuaments de sobrepassos a sota-
passos i a la inversa.

La Figura 4.1 mostra un exemple d'un
nus emmirallat.

D’aquesta manera, si un nus K és equiva-
lent a K, llavors diem que és amfiquiral, sind
diem que és quiral. El nus 4; de la Figura
4.1 és un exemple de nus amfiquiral, pero
no sempre és veritat que un nus K sigui
equivalent a K com veurem més endavant.

Definicié 6. Diem que un nus és ['invers
rK dun altre nus K si aquest primer
s’obté a partir de l’original canviant-ne
['orientacio.

Es clar que un nus pot ser orientat
de dues maneres diferents, escollir una
d’aquestes orientacions és informacié extra
sobre el nus que pot o no ser donada. De
manera similar a la Definicié 5, no sempre
un nus és equivalent al seu invers.

Definicié 7. Diem que un nus K és primer
st no és el nus trivial 1 si K = K, + K,
implica que K1 o Ky és el nus trivial.

En aquest cas, el simbol + fa referéencia
a l'operaci6é suma. Donats dos nusos
orientats K i K', aquests poden ser sumats

OO

Figura 4.2: Les dues tniques orienta-
cions del nus trivial. Es evident que
aquests dos diagrames son equivalents.

Figura 4.3:
sevol.

Suma de dos nusos quals-

posant-los un al costat de I'altre i unint-los
de manera que es preservi l'orientacié.
Aquesta operacié esta ben definida sota
equivalencia. A més, és commutativa,
associativa, té element neutre i es comporta
de forma similar al producte de nombres
enters. De fet, caldria pensar en la suma
de nusos com la suma conexa de varietats
desenvolupada en un curs fonamental de
topologia.

La Figura 4.4 és una taula que conté
tots els nusos primers de fins a 9 creua-
ments. Cadascun rep un nom conformat
per un parell de nombres; el primer de
tots correspon al seu ordre i el segon és
un subindex historicament assignat a aquell
nus en concret. Les primeres tabulacions
que es coneixen van fer-se per Tait 'any
1860 mentre aquest estudiava I’atom. Aque-
sta taula negligeix el fet que possiblement
un mateix nus K sigui diferent a K, rK
o rK. D’aquesta manera, cada nus de la
taula correspon a un, dos o quatre nusos de
S3 mitjancant les operacions definides a 5 i
6.

Definicié 8. Diem que K és un nus
alternat si a mesura que anem recorrent el
nus, els creuaments alternen de sobrepassos
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a sotapassos.

El nus 4; n’és un exemple. De fet, cal
anar fins a 89 per trobar el primer nus no
alternat i doncs aixo és una conseqiiencia
del baix ordre dels nusos. Es pot veure que
donat un ordre qualsevol, sempre existeix
com a minim un nus alternat. Ara bé, aque-
sts disminueixen exponencialment a mesura
que incrementem l'ordre del nus. Aquesta
classe de nusos tenen bones propietats.

5 Alguns invariants al-
gebraics

El Teorema 1 dona un metode per saber
quan dos nusos son equivalents, aquest
resultat pero no permet distingir quan dos
nusos son diferents. D’aquesta manera per
exemple, encara no sabem que O # 3;. Per
aixo és necessari la creacié d’invariants que
ens permetin realitzar aquesta tasca.

Recordem que un invariant és un objecte
ben definit, ja sigui un nimero, polinomi,
grup, etcetera; que podem associar a un nus

qualsevol, de manera que si tenim dos nu-
sos amb diferent valor per aquest invariant,
llavors segur que els dos nusos son diferents.

5.1 L’Ordre

Com ja podriem haver esperat, 'ordre d'un
nus és un exemple d’invariant. Nusos amb
diferent ordre no poden ser equivalents.
Aquest invariant pero és intractable a nivell
practic pel fet d’haver de considerar el
minim nombre de creuaments donats tots
els diagrames d’aquest.

Proposiciéo 1. L’ordre d’un nus és una
propietat topologica.

Demostracio. Sigui K un nus qual-
sevol amb diagrama diag(K).  Siguin
K, Ky, K3, ... nusos equivalents a K amb
els seus respectius diagrames formats a
partir de diferents transformacions de K
com hem definit a la Secci6é 3.1. D’entre
aquests nusos, tenim un nus Kj que té el
minim nombre de creuaments x. Definim
O(K) = O(K) = z. FEvidentment,
T = O(Kl) = O(KQ) = O(Kg) = .... AI‘&,
quan transformem el nus K en un nus
equivalent, com aquest esta a la llista de
nusos, aquest també pot ser transformat
en Kj on O(Ky) = =. O

5.2 El Nombre de Desnua-
ment

Definicié 9. Diem que u(K) és el
nombre de desnuament del nus K si aquest
és el minim nombre de canvis en els creua-
ments d’un diagrama de nus necessaris per
tal d’aconseguir el nus trivial.

u(K) = min{u(D)|D diagrama de K}

El nombre de desnuament és també un in-
variant. Aquest pero, de la mateixa manera
que passa amb 'ordre és intractable a nivell
practic. Intuitivament, si K és una corba
a 53, llavors u(K) és el minim nombre de
vegades que K ha de passar per si mateix
per aconseguir el nus trivial.



Figura 5.1: Moviments locals que es
poden realitzar en qualsevol creuament
d’un nus. A la imatge de I’esquerra, el
tros de corda que va de Sud-Oest fins a
Nord-Est passa per sobre de la corda que
el creua i doncs en aquest sentit diem
que la sobrepassa. A la dreta, aquesta

mateixa corda creua per sota i doncs
diem que la sotapassa.

Proposicié 2. Donat un nus K qualsevol,
aquest sempre pot ser desnuat, i.e. u(K) és

finat.

Demostracio. Entenem per moviment local
un canvi en els creuaments d’un nus com
en el de la Figura 5.1 passant de sobrepas-
Sos a sotapassos o a la inversa. D’aquesta
manera, recorrent KX d’acord amb una ori-
entacié qualsevol i fent moviments locals
canviant sotapassos a sobrepassos a mesura
que aquests van apareixen sense modificar
els crenaments que ja haguem visitat ja ho
tindriem. O

Proposicié 3. Sigui K, K' dos nusos
qualssevol, llavors u(K + K') < u(K) +
u(K')

Demostracié. Es clar que per tal de desnuar
K + K’ només fa falta desnuar K i K'. [

L’altre desigualtat és de fet un problema
obert.

De fet, coneixer el nombre de desnua-
ment d’un nus pot pensar-se com 1’'objectiu
d’aquesta teoria. Si veiem que un nus K
no és el nus trivial i que un moviment
local en algun dels creuaments dona com
a resultat el nus trivial, llavors segur que
u(K) = 1. Aixi doncs, d’aqui a no massa
estara clar que u(3;) = u(4;) = 1. No
obstant, actualment encara hi ha una gran

quantitat de nusos com per exemple 104,
dels quals se’ls hi desconeix el nombre de
desnuament. Per aquest ultim es creu que
es troba entre dos i tres.

5.3 El Génere

Veurem ara que tot link a S® es pot veure
com la frontera d’una superficie immersa
en S3. Aquestes superficies poden ser util-
itzades per estudiar el link.

Definicié 10. Una superficie de Seifert S
per un link L orientat de S® és una su-
perficie compacta, connexa i orientable,

S < 83 de manera que la seva frontera
és L, ie 0S=1L.

No es gens evident a partir de la Definicio
10 que aquests objectes hagin d’existir i
encara menys evident com es construeixen.
A continuacié veurem que de fet, existeix
un algorisme per construir-los. Exemples
d’aquestes superficies son com les de la
Figura 5.2.

Es evident que tota superficie compacta
connexa i orientada amb frontera dins S°
és un exemple d’un link. Una superficie
és no orientable si conté una banda de
Mobius.  Algunes superficies poden ser
construides amb un link qualsevol com a
frontera de la seglient manera: Pintant
de color blanc i negre seguint un patro
com el d’un taulell d’escacs les regions
de S? que formen el complement del
diagrama d’un link. Considerant totes
les regions d’un mateix color i juntant-les
per bandes amb una mitja volta arribem
a obtenir un objecte com el de la Figura 5.3.

Tot i que aquest metode pot donar com
a resultat una superficie de Seifert, en gen-
eral aquest no té perque ser el cas. Herbert
Seifert demostra l'existencia d’aquests ob-
jectes i dona un algorisme — que duu el
seu mateix nom — per trobar-les [Seifert
(1931)].



Figura 5.2: Exemple d’una superficie de
Seifert per 53. Framed Knots - Scientific
Figure on ResearchGate.

Figura 5.3: Dos diagrames del nus 3;
pintats com indiquen les instruccions.
Com es pot observar, la superficie de
I’esquerra és no orientable al ser una
cinta de Mdobius amb tres mitjes voltes,
la de la dreta, en canvi, si; i doncs és
una superficie de Seifert com haviem
vist a la Definicié 10. Notem doncs que
diagrames diferents d’un mateix nus po-
den o no donar lloc a una superficie de
Seifert.

ANX

Figura 5.4: Moviments utilitzats en
P’algorisme de Seifert. Quan ens trobem
amb un creuament, resoldrem aquest
com mostra la imatge central reseguint el
nus o link com indica la seva orientacié.

Teorema 2. Tot link orientat L a S® té
una superficie de Seifert.

Demostracié. Sigui diag(L) un diagrama
orientat de L qualsevol i sigui dm)
aquest darrer diagrama modiﬁ/czi segons
indica la Figura 5.4, llavors diag(L) és el
mateix que diag(L) excepte en un entorn
prou petit de cada creuament on aquest ha
sigut eliminat de la inica manera coherent

——

amb Dorientacié del nus. Aquest diag(L)
és doncs una uni6 disjunta de corbes orien-
tades simples i tancades dins S 2. D’aquesta
manera, diag(L) és la frontera de la uni
d’un nombre de discs disjunts. Considerant
que aquests disc es troben al mateix niv-
ell, excepte si aquests estan un contingut
en laltre — en aquest cas el disc de dins
es considerara a sobre l'altre disc — jun-
tem els discs mitjancant bandes amb una
mitja volta als mateixos llocs on hi havia
els creuaments. Aixo forma una superficie
orientada amb L com a frontera. Cada disc
rep la orientacié induida per diag(L) i les
bandes que uneixen els diferents discos van
alternant aquesta orientacié. O

En la

—

diag(L) era una col - leccié disjunta de
corbes simples i tancades construides
a partir de diag(L). Aquestes corbes
s’anomemen cercles de Seifert del diag(L).
La Figura 5.5 dona un exemple d’aquesta.

demostraci6 del Teorema 2,

Una superficie de Seifert per la Figura 5.5
s’aconsegueix superposant els dos cercles de
Seifert disjunts un a sobre l'altra i unint-
los mitjangant tres bandes amb una mitja



@

Figura 5.5: Exemple amb la construccié
de diag(3;) a partir d’un diagrama de 3;
qualsevol.

Figura 5.6: superficie de Seifert pel nus
31 obtinguda unint els discos a través de
bandes amb una mitja volta. Una sen-
zilla comprovacié demostra que la fron-
tera de la superficie és el mateix nus.

volta cadascuna en els creuaments. Evi-
dentment, com hem vist a la demostracio
aquest algorisme dona lloc a una superficie
de Seifert. Donat un diagrama qualsevol
de L pero, aquesta no té perque ser unica.
Tampoc té perque ser la més senzilla donat
un diagrama qualsevol.

Definicié 11. El génere g(K) d’un nus K
es defineixz com

g(K) = min{g(5)|S superficie de S. de K}

Direm que una superficie de Seifert S amb
K com a frontera és minimal si g(S) =

9(K).

Proposicié 4. El genere d’un nus és una
propietat topologica.

Demostracio. Considerem una superficie
de Seifert minimal S que té per frontera
K. Com K és equivalent a K’ llavors ha
d’existir un homeomorfisme h : S? — S3 de
manera que h(K) = K’. Llavors, h(S) és
una superficie de Seifert que té per frontera

K1 g(h(S)) = g(5) = g(K). A més, h(S)
és una superficie de Seifert minimal que té
S’ per frontera i per tant g(K) = g(K'). Si
h(S) no fos una superficie de Seifert mini-
mal de K’, llavors existiria una superficie
de Seifert minimal S’ que tindria K’ per
frontera i tal que ¢g(S") < g(h(S)) i per
tant h~1(S") seria una superficie de Seifert
amb K per frontera amb genere menor que
g(S), pero aixo no pot ser ja que S és min-
imal. [

Com en aquest cas K és un nus, S només
té una component de frontera de manera
que com a superficie abstracta és un disc
amb un nombre concret de "manecs”. A
aquest nombre se I’anomena genere. Més
precisament, el genere de S és

9(5) = 5 (1= x(5))

on Y és la caracteristica d’Euler de S.
La caracteristica d’Euler es pot definir
paral - lelament com el nombre de vertex
menys el nombre de costats més el nombre
de triangles en qualsevol triangulaci6 de S.

(5.1)

Si diag(K) té n creuament i s cercles de
Seifert, llavors x(S) = s —n de manera que

g(K) < ;(n —s+1) (5.2)

Aquest invariant té un millor tractament
que els vistos anteriorment. Donem ara una
caracteritzacio del nus trivial en termes del
genere.

Proposicié 5. K és el nus trivial si i
només si g(K) = 0.

Demostracio. Si K és el nus trivial, llavors
un disc amb frontera K és clarament una
superficie de Seifert minimal amb K per
frontera. I com que un disc és una esfera
amb un component de frontera deduim que
g(K) = g(S?) = 0. Alternativament, si
K és tal que g(K) = 0, llavors existeix
una superficie de Seifert minimal S amb
g(S) = 0, d’aquesta manera S és una esfera
amb una component per frontera, i.e. un
disc. O]
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Seguint amb I’exemple del nus 31, llavors
es veu clarament que ¢g(3;) = 1. Per tant,
deduim que 37 # O. De manera similar
un pot arribar a calcular els generes d'un
gran nombre de nusos. El problema amb
aquest metode és que I'Equacié 5.2 dona
una cota superior per aquest genere i per
tant, a mesura que incrementem el nombre
de creuaments és possible que el genere
pugui prendre un nombre finit de valors
diferents entre ells. Per exemple, un exercici
senzill demostra que ¢(820) < 2 i doncs pot
ser 1 o bé 2.

5.3.1 Additivitat i aplicacions

Teorema 3. Donats dos nusos K i K’,
9(K + K') = g(K) + g(K')

Demostracio. Comencem veient g(K +
K') < g(K) + g(K'). Considerem que K
i K’ estan separats per un pla i consid-
erem les superficies de Seifert minimals de
tots dos nusos S i S’ (S 15" també es-
tan separades pel pla). Donem una ori-
entaci6 a K i K’ i considerem la seva
suma assegurant-nos que K + K’ no in-
tersecti Int(S) ni Int(S"). Considerem ara
una banda B que conecta K i K’ que té
per frontera els dos segments de corda in-
troduits al considerar la suma K + K’ i de
tal manera que B no intersecta Int(S) ni
Int(S"). D’aquesta manera, B conecta S
iS" idoncs C = SuS U B és una su-
perficie de Seifert per K + K’. Finalment
com g(C) = g(5) + g(5") = g(K) + g(K")
tenim g(K+K') < g(K)+g(K'). Laltre de-
sigualtat es pot trobar a Rolfsen (2003). [

A partir del Teorema 3 obtenim un seguit
de resultats:

Corol - lari 1. Cap nus tret del nus trivial
té oposat respecte la suma. Es a dir, que si

K+ K'=Q, llavors K = K' = Q.

Demostracié. Suposem que existeix K 1 K’
amb almenys un d’ells diferent del nus triv-
ial de manera que K + K’ = O, llavors en

virtut del Teorema 3

g(K+ K') = g(K) + g(K')
0=g(K)+g(K")

Com que el génere d'un nus és un nombre
positiu, tenim que g(K) = g(K') =0. O

Corol - lari 2. Hi ha un nombre infinit de
nusos diferents.

Demostracio. Sigui K un nus no trivial
qualsevol i " K la suma de n copies
d’aquest. Veiem que si n # m, llavors
STK # ™K. Suposem que Y"K =
™K, aleshores Y"g(K) = >"g(K).
Sense perdua de generalitat podem su-
posar que m > n, d’aquesta manera
3™ g(K) = 0 cosa que implica K = Q.
Contradiccié amb el fet que K no pot ser
trivial. O

Corol - lari 3. Un nus K amb genere 1 és
primer.

Demostracio. Sigui K un nus amb g(K) =
1 i expressem aquest com a suma de nusos
K, i Ky, llavors 1 = g(K;) + g(K3) i per
tant g(K;) = 0 o al revés. O

Corol - lari 4. Tot nus K pot ser expressat
com a suma finita de nusos primers.

Demostracio. Si K és primer, llavors el re-
sultat és obvi. Suposem ara que K no sigui
un nus primer. Per definicid, existeixen Ky
i Ky tots dos diferents del nus trivial de
manera que K = Ky + K, i del Teorema 3
sabem que ¢g(K1), g(K3) < g(K). Ara, fent
el mateix procés amb K; i Ky podem con-
cloure que K és suma de nusos primers. [

Corol - lari 5. Ezisteizen nusos amb un
nombre de creuaments arbitrariament gran.

Demostracio. Sigui K un nus qualsevol,
com que el nombre de cercles de Seifert sem-
pre sera com a minim 1, utilitzant I’Equacio

5.2 tenim
n

K)< -
9(E) < 5
on n és el nombre de creuaments del dia-

grama de K. Considerem ara un nus no

11
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Figura 5.7: Geénere de tots dels nusos
primers de fins a 7 creuaments.

trivial i K, = Y™ K la suma de m copies
de K. Llavors,

on ¢(K,,) és el nombre de creuaments de la
suprficie de Seifert de K,,. A mesura que m
s’acosta a infinit, també ho fa ¢(K,,). O

Cal remarcar que existeixen cotes
inferiors pel genere d’un nus qualsevol
[Kohli and Tahar (2023)] i que hi ha classes
de nusos amb molt bones propietats pel
que fa el seu genere. Nosaltres pero, ens
limitarem a fer-ne menci6 i classificarem
els nusos d’ordre més baix utilitzant només
els resultats vistos.

La Figura 5.7 mostra una taula per al
genere d’un nus primer de fins a 7 creua-
ments.

6 El polinomi de Jones

El descobriment del polinomi de Jones per
part de Vaughan Jones 'any 1984 [Jones
(1985)] dona una manera d’associar a cada
nus o link un polinomi de Laurent amb
coeficients enters. Aquesta correspondencia
es fa mitjancant un diagrama de link
qualsevol. La teoria de Jones es fonamenta
en el fet que si fem un moviment RI, RII o
RIIT al diagrama del link, aquest polinomi
no canvia i doncs és un invariant sota
moviments de Reidemeister. El polinomi
per un link és doncs independentment
del diagrama d’aquest. De manera que si

podem veure que dos diagrames de links
no tenen el mateix polinomi, llavors segur
que aquests son diferents.

6.1 Construccié del polinomi
de Jones

La manera més simple per definir-lo és
mitjancant un altre tipus de polinomi; el
polinomi de Kauffman descobert per Louis
Kauffman.

Definicié 12. El polinomi de Kauffman de
L, (L) és un polinomi de Laurent amb coefi-
cients enters i indeterminada A que podem
associar a tot diagrama d’un link a S? de
la segiient manera:

1 <Q> —1
2. <L o Q> — (A2 — A2)(L)
3. QL) =400+ 47 (X)

En aquesta definicio,

O

representa el diagrama del nus trivial i

e

és un diagrama de L juntament amb una
corba tancada extra que no conté cap creua-
ment ni amb ella mateixa ni amb L. A 3la
formula relaciona tres diagrames que son el
mateix excepte al voltant d’un creuament
on es diferencien pels moviments locals in-
dicats. A partir d’aquesta definicié és facil
veure les segiients propietats.

1. <Q €. Q> = (A2 — 42!
2. (L) =<rL)

Per demostrar 1 només cal fer induccio
sobre ¢ utilitzant la propietat & del poli-
nomi de Kauffman. Per 2 és evident ja que

12



B =)+ )Y
A EBY()+ (H)X))

Figura 6.1: Exemple del polinomi de
Kauffman de 3;.

el polinomi de Kauffman no té en compte
d’orientacid del nus alhora de calcular-lo.

Investiguem ara el comportament del
polinomi respecte els moviments de Rei-
demeister.

Lema 1. Si a K hi apliquem un moviment
RI el seu polinomi de Kauffman es veu mul-
tiplicat per un factor de —A=3.

Demostracio. Utilitzant 3 1 2 en aquest
mateix ordre. O

Notem a més que si a § fessim un movi-
ment local canviant-lo a

X

llavors el polinomi de Kauffman corre-
sponent seria el mateix que l'original
intercanviant A per A7

La Figura 6.1 mostra de forma iterativa
el calcul d’aquest polinomi. Aixi doncs
trobem que

By=A"T-A"3 - A
Un exercici similar demostra que
By =A"T-A> - A"

Elaborant el que acabem de veure, si K és
el nus emmirallat de K, llavors <F> = @,
on (K) denota el canvi esmentat anterior-
ment. Observem com (3;) també verifica el
que acabem de veure.

Lema 2. FEl polinomi de Kauffman és in-
variant per moviments RII © RIII.

Demostracio. Per RII cal aplicar 8 dues
vegades seguides sabent que <F> = @ i
aplicar-ho en un dels dos creuaments. Per
RIII cal fer exactament el mateix. O]

Figura 6.2: Signe d’un creuament per la
regla de la ma dreta.

O C

Figura 6.3: A l’esquerra el nus 5; que
té torcament -5, a la dreta r5; que té
torcament també -5.

Definicié 13. Definim el tor¢ament w(L)
del diagrama d’un link orientat qualsevol
com la suma dels signes dels seus creua-
ments, on cada un d’aquests pren el valor
+1 0 —1 com s’indica a la Figura 6.2

Notem que la Definicié 13 utilitza la
orientacié del link. Un simple exercici
demostra que aquest és invariant sota
moviments RII i RIII i aquest canvia per
+1 o —1 sota moviments RI. La Figura
6.3 mostra dos exemples sobre el calcul del
torcament d’un nus.

El torcament d’un link orientat junta-
ment amb el polinomi de Kauffman d’un
diagrama de link sense tenir en compte
I'orientacié son tots dos invariants sota
moviments RII i RIII a més, aquests es
comporten d’una manera previsible sota
moviments RI. Aixo duu al segiient resul-
tat:

Teorema 4. Sigui diag(L) un diagrama
d’un link orientat L. Llavors,

(—A) 7Ly
és un invariant del link orientat L.

Demostracio. Conseqiiencia directa del
Lema 2, el Lema 1 i 'observacié sobre el
torcament sota moviments RI anterior. [

13



Definicié 14. El polinomi de Jones V(L)
d’un link orientat L és el polinomi de

Laurent en t'/? i coeficients enters, i.e.
Z[t'2, t712], definit per

V(L) = ((_A)—Bw(L) <L>)t1/2:A*2
on (L) és el polinomi de Kauffman i w(L)
és el torcament definits anteriorment.

Aqui, tY? és una indeterminada el
quadrat de la qual és t. De fet, es pot
veure per induccié que només els links amb
un nombre senar de components, incloent
els nusos tenen polinomi amb poteéncies
enteres de t. El polinomi de Jones esta ben
definit i a més, V(O) = 1. De fet, no es
coneix cap altre exemple de nus L pel qual
V(L) = 1; trobar un nus tal o demostrar
que no existeix es considera un problema
important. La Figura 6.4 mostra una taula
amb els polinomis de Jones de fins a 7
creuaments utilitzant l'algorisme descrit
anteriorment.

Clarament, si I'orientacié de cada compo-
nent del link canvia, llavors el signe en cada
creuament es manté constant. Aixi doncs,
el polinomi de Jones d’un nus no depen
de l'orientacié escollida. Dit d’una altra
manera, el polinomi de Jones no distingeix
un nus K del seu invers 7K. Pel que fa la
quiralitat, el polinomi de Jones tampoc té
perque distingir-los tot i que hi ha certes cir-
cumstancies en que si, i doncs es comporta
millor en distingir nusos amb aquesta dar-
rera propietat. Elaborant en aquest ultim
comentari, utilitzant la Definicié 14 no és
massa dificil veure que

V(3)=—tt 4t 417t

V@) =t+£ -t

aix{ doncs sabem que 3; # 3; i doncs no
existeix cap isotopia ambient que passi
d’un a laltre.

T [ Y s

E O P o e R

Si| 7 ++ 0Dt 42

R T B

(S I A S, P R, R

(R ) e, T o, T, Pt S

63| 3+ 2422 43214212 4

-9

A T N Y

To| B 7oyt 2l

73| 27—+ 2 25 4 35 247 4 48— ¢°

Ta|t=202 430 — 214 4385 210 7 — 8

Ts| =+ + 26337 + 30 34D 4 3t 43 442

Zo| -t o+ -3t w43 -3t 2 43t —2 4+ ¢

77| =t 43t 2 -3t 4 -4t + 32 -2t 4+ #*

Figura 6.4: Taula dels polinomis de
Jones. Una simple observacié permet
veure que tots aquests son diferents en-
tre si.
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Figura 6.5: Calcul del nombre de nua-
ment del link de Hopf. Aquest té nua-
ment -1.

Definicié 15. Sigui L un link orien-
tat amb dues components Ly i Lo. FEl
nombre de nuament lk(Ly, Ls) de Ly i Ly
és la meitat de la suma dels signes del seu
diagrama els creuaments dels quals son so-
brepassos.

La Figura 6.5 dona un exemple d’aquest
calcul.

Es facil veure que si a un link orientat
L se li canvia l'orientaci6é de només una
component K donant lloc a L', llavors

V(L/) _ t—3lk(K,L—K)V(L)

d’aquesta manera el polinomi de Jones
depen de l'orientacié d’'una manera molt
elemental.

El polinomi de Jones es caracteritza
mitjancant el segiient resultat que és una
consequiencia directa de la Definicié 14.

Proposicié 6. El polinomi de Jones és una
funcio

V - {Link orientat a S*} — Z[t " t"/?]
de manera que
1. V(O) =1

2. Sempre que tres links orientats L, L_
it Lo siguin el mateix excepte al voltant
d’un punt, llavors

on Ly, L ,Ly son links havent fet un
moviment local a un dels creuaments.

Demostracio. Sabem

L) =4O +47(X) 6
OO =100 +a(X) 62

Multiplicant 6.1 per A i 6.2 per A~! i restat
les dues equacions obtenim

A=A O0 = @ =4900)

D’aquesta manera, per links orientats amb
diagrames com els mostrats, utilitzant el
fet que w(Ly) —1 = w(Ly) = w(L_)+1

tenim
—AW(L)+ATV(L.) = (A2~ A7)V (L)

Fent la substitucié t¥? = A~2 dona el resul-
tat buscat. O

Deduim automaticament de la Proposicié
6 que si L' és un link creat a partir de
L afegint un component trivial de més,
llavors el seu polinomi de Jones ve donat
per V(L) = (72 - tY)V(L). La
Proposicié 6 anterior també permet el
calcul de qualsevol link orientat. Aixo és
conseqiiencia directa del fet que tot link
pot ser deformat fins a assolir el link trivial
de ¢ components, el polinomi de Jones del
qual és (—t~Y2 — 1/2)e=1 a partir de fer
moviments locals el un diagrama d’aquest.

De la mateixa manera que el genere
d’un nus, vist a la Seccié 5.3 obtenim un
resultat similar.

Proposicié 7. El polinomi de Jones de la
suma de dos nusos K i K' és el producte
dels seus polinomis de Jones, i.e.

V(K + K') = V(K)V(K')

Demostracié. Considerant la suma del dos
nusos K + K’ i operant mitjancant la relacié
2 en només un dels dos nusos trobem el seu
polinomi de Jones, repetint el procés amb

W (L) —tV(L)+ (Y2 =t/2)V(Ly) = Qaltra nus arribem al nus trivial. O
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Per acabar la seccid, cal remarcar que la
teoria d’invariants és una teoria que pre-
ten desenvolupar diferents eines per tal de
poder dur a terme la tasca de distingir els
diferents nusos. Per aquest motiu, no hi
ha invariants millors ni pitjors, sindé que
cadacun d’ells ajuda en aquesta tasca i
mentre possiblement un invariant no per-
meti distingir entre dos nusos, possiblement
un altra si. També, volia remarcar que
dins la teoria de nusos existeix una gran
quantitat d’invariants que no s’han pogut
discutir en aquest treball. Alguns d’ells
son, la p-Colorabilitat, el Determinant, el
polinomi d’Alexander, el polinomi de Con-
way, el Grup Fonamental o el polinomi de
HOMFLY-PT. Aquest ultim consisteix en
una generalitzaci6é del polinomi de Jones i
el d’Alexander alhora, de manera que conté
la informaci6é de tots dos polinomis. Un
exemple de nus amb els mateixos polinomis
de Jones, Alexander i HOMFLY-PT és el
famoés nus de Conway i el de Kinoshita-
Terasaka, 11n34 i 11n42 respectivament en
la notacié de Thistlethwaite. Aquests dos
nusos es distingeixen perque tenen diferent
genere, i grup fonamental. No obstant, pre-
senten els mateixos polinomis discutits an-
teriorment. El meétode per construir nusos
d’aquesta mena és mitjancant un moviment
introduit per Conway anomenat mutacio.
La Figura 6.6 mostra aquests dos nusos.
Cal destacar que la teoria de nusos no té
invariants complets, és a dir, que no exis-
teix cap eina que permeti una classificacio
completa dels nusos i per tant, sempre ex-
istira nusos diferents que cap de les eines
desenvolupades pugui distingir. No obstant,
hi ha certes classes de nusos pels quals el
polinomi de HOMFLY n’és un invariant
complet.

7 Aplicacions

En aquesta seccié veurem de forma general
diferents aplicacions tant de teoria de nusos
com de topologia en diferents camps de
la ciéncia. Algunes d’aquestes aplicacions

Figura 6.6: Exemple de mutacié.
D’esquerra a dreta: Nus de Kinoshita-
Terasaka; 11n42 i nus de Conway; 11n34.

son ben conegudes i altres son relativament
recents.

Durant molt de temps no es tenia clar si
la topologia era una eina ttil per descriure el
comportament de particules subatomiques.
Aixo es deu als efectes de la fisica quantica
sobre sistemes o particules realment pe-
tites que poden ser descrits mitjancant la
funcié d’ona. Gracies a les contribucions de
David Thouless, Duncan Haldane i Michael
Kosterlitz que van guanyar el premi no-
bel de fisica I'any 2016 van adonar-se de
I’existencia de propietats topologiques a
I’escala quantica. Des de llavors, aquest
descobriment ha obert la porta a una rev-
oluci6 en la ciencia de materials, enginye-
ria electronica i ciencia de la computacié.
Repassarem algunes de les aplicacions que
han sorgit a conseqiiéncia d’aquest descobri-
ment i fem al - lusié a resultats de Alexei Ki-
taev i Edward Witten sobre la computacio
quantica i la construccié dels primers ordi-
nadors quantics.

7.1 Aillants topologics

Per tal de motivar la Secci6 7.2 comencarem
discutint un fenomen ben conegut pels
fisics. A [Qi and Zhang (2011)] s’estudia
aquest fenomen en detall. Aquesta es
tracta d’una propietat que presenten
diferents materials al ser exposats a un
camp magnetic.

Si imaginem que disposem d’una lamina
metal - lica rectangular i hi fem circular un
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camp magnetic a través d’aquesta en sen-
tit perpendicular — paral - lela a la normal
de la lamina — llavors per la regla de la
ma dreta, els electrons presents en l'interior
de la lamina es mouran descrivint orbites
tancades en forma de circumferencia. Com
que els electrons son estables dins aque-
sta configuracié no condueixen ’electricitat.
A la frontera de la lamina en canvi, aque-
stes orbites no son tancades, sindé que es-
tan conectades i totes elles apunten en la
mateixa direccio. D’aquesta manera els
electrons poden saltar d’'una orbita a l’altra
i viatjar a través de tota la frontera del
material. Aixo significa que el materia en
questi6é condueix 'electricitat a la frontera
pero no a l'interior de la lamina. A més,
aquesta caracteristica no depen de la ge-
ometria de 'objecte en qiiestio ja que de-
formacions en la frontera de la lamina dona
lloc als mateixos resultats. D’aquesta man-
era, el fenomen descrit no és susceptible
a imperfeccions de fabricacié o impureses.
La frontera d’'un objecte d’aquestes carac-
teristiques presenta a més una conductivi-
tat quasi absoluta, cap electrd pot viatjar
en sentit contrari, ’energia no es perd en
forma de calor i el nombre de camins pels
quals pot circular el corrent pot ser con-
trolat. La Figura 7.1 mostra un exemple
d’aquest fenomen.

7.2 Computacié6 amb nusos
quantics

La segtient, és una aplicacio la qual ha estat
desenvolupada al llarg del darrer vicenni
degut a les contribucions de Edward
Witten i Alexei Kitaev en gran part.
Aquesta tracta dels ordinadors quantics,
els quals prometen realitzar calculs que
es creuen impossibles per als ordinadors
convencionals. Alguns d’aquests calculs
tenen una gran importancia a nivel practic.
De fet, tots els metodes d’encriptacio
utilitzats per a dades altament sensibles
son vulnerables a un algoritme quantic o
altre. Un exemple d’aquests és ’algorisme

Figura 7.1: Exemple del fenomen de
P’aillant topologic descrit a la Seccid
7.1. Com es pot observar, a l’interior
de la lamina, el material és aillant ja
que aquest no transporta electrons. A
la frontera en canvi, si. No és massa
dificil veure que modificant la geometria
de l'objecte, aquest fenomen no s’altera.
Tampoc és molt dificil veure que si a
aquest objecte se li fes un forat d’un
radi determinat a ’interior de la lamina,
llavors 1’electricitat també circularia per
la frontera d’aquest.

de Shor, un algorisme quantic per trobar els
factors primers d'un nombre enter. Metode
pel qual molts protocols de proteccié de
dades es veurien compromesos.

Aquesta seccid esta inspirada en els arti-
cles [Collins (2006)], [Bonesteel, Hormozi,
Zikos, and Simon (2005)] i la presentaci6
donada per Steven Simons l'any 2021
a 1’Advanced Studies Gateway Center
titulada Knots, World lines and Quantum
Computation on s’estudia amb profunditat
1"as de la topologia per construir els primers
ordinadors quantics d’'una manera diferent
a la convencional estudiada fins al moment,
on en aquesta darrera 'importancia rau en
obtenir baixes temperatures — de I'ordre de
10 milikelvins — i camps magnetics molts
forts per poder simular els efectes quantics
de la materia.

El poder d’un ordinador quantic prové
del fet que opera sobre informaci6 repre-
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sentada com a qubits, en lloc de bits. Un
bit classic ordinari pot ser un 0 o un 1, i
les arquitectures de microxip estandard
reforcen aquesta dicotomia de manera
rigorosa. Un qubit en canvi, pot estar
en un estat anomenat superposicio, que
comporta proporcions de 0 i 1 coexistint
alhora. Es pot pensar en els possibles
estats d’un qubit com els punts en una
esfera. El pol nord és un 1 classic, el pol
sud és un 0, i tots els punts intermedis
son totes les superposicions possibles de 0
i 1. La llibertat que tenen els qubits per
moure’s per tota 'esfera ajuda a donar als
ordinadors quantics les seves capacitats
uniques.

Malauradament, sembla que els ordi-
nadors quantics sén extremadament dificils
de construir. Els qubits solen expressar-se
com a certes propietats quantiques de
particules atrapades, com ara ions atomics
individuals o electrons. Pero els seus
estats de superposicié son extremadament
fragils i poden ser malmesos per les més
minimes interaccions fortuites amb 1’entorn,
que inclou tot el material que conforma
I'ordinador mateix.

Si els qubits no estan aillats amb cura del
seu entorn, aquestes pertorbacions intro-
duiran errors en el calcul i en conseqiiencia,
les propietats quantiques del sistema es
perderan. Aquest fenomen es coneix amb
el nom de decoherencia quantica i és el
principal motiu que fa que els ordinadors
quantics no existeixin.

Per tant, la majoria dels esquemes per
dissenyar un ordinador quantic se centren
en trobar maneres de minimitzar les
interaccions dels qubits amb ’entorn. Els
investigadors saben que si la taxa d’error es
pot reduir a aproximadament un error en
cada 10.000 passos, es poden implementar
procediments de correcci6 d’errors per
compensar la decoherencia. Construir una
maquina funcional que tingui un gran

nombre de qubits aillats prou bé per tenir
una taxa d’error tan baixa és una tasca
formidable que els fisics estan molt lluny
d’aconseguir.

No obtant, hi ha una manera diferent
de construir un ordinador quantic. FEl
terme per referir-se als ordinadors que
utilitzen aquesta arquitectura s’anomenen
ordinadors quantics topologics o topological
quantum computer en angles. En el seu
enfocament, els delicats estats quantics
depenen del que es coneix com a propietats
topologiques d’un sistema fisic. Microsoft
és 'empresa que tracta de crear el primer
ordinador quantic utilitzant aquesta técnica
a diferencia d’altres empreses com IBM o
Google que utilitzen el metode estandard
centrant-se en les propietats quantiques de
la materia.

Un ordinador quantic topologic no
opera de la mateixa manera que ho fa un
ordinador convencional. Aquest realitza els
seus calculs en cordes trenades, perd no
cordes fisiques en el sentit convencional.
Més aviat, son el que els fisics es refereixen
com a linies del moén, representacions
de particules a mesura que es mouen a
través del temps i l'espai. Cal imaginar
que la longitud d'una d’aquestes cordes
representa el moviment d’una particula a
través del temps. Les particules implicades
son diferents dels electrons i protons que un
podria imaginar primerament. Aquestes,
son quasi-particules anomenades anyons,
que tenen les propietats matematiques
desitjades*.  L’article [Bonesteel et al.
(2005)], juntament amb [Freedman, Ki-
taev, Larsen, and Wang (2002)] explora
aquest mecanisme relacionant el calcul
del polinomi de Kauffman amb les trenes
esmentades anteriorment.

*La paraula anyé ve de l'angles any-, "qual-
sevol” en anglés. D’aquesta manera es podria pen-
sar que aquesta particula és "qualsevol” que no sigui
una de les ja conegudes fins al moments com ara
els protons, electron, neutrons, neutrins, positrons,
etcetera.
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A continuacié, es dona un exemple sobre
la manera com un ordinador d’aquestes
caracteristiques podria funcionar: primer,
es creen parells d’anyons i es col - loquen
en una linia. Cada parell d’anyons és
com una particula i la seva corresponent
antiparticula, creada a partir d’energia
pura. Després, es mouen parells d’anyons
adjacents al voltant els uns dels altres en

una seqiiencia acuradament determinada.

La linia del mén de cada any6 forma
un fil, i els moviments dels anyons a
mesura que s’intercanvien produeixen una
trena. El calcul quantic ve codificat per
la trena particular i es calcula mitjancant
el polinomi de Kauffman de la trena. Els
estats finals dels anyons, que encapsulen el
resultat del calcul, estan determinats per
la trena i no per cap interaccié electrica o
magnetica. I com que la trena és topologica,
deformar lleugerament els fils no canvia el
resultat, de manera que esta inherentment
protegida de les pertorbacions externes. La
idea d’utilitzar anyons per realitzar calculs
d’aquesta manera va ser proposada el 1997
per Alexei Y. Kitaev, ara a Microsoft.

Michael H. Freedman, actualment el
director de Station Q, el centre de recerca
de Microsoft dedicat a 1’exploracié de
la computacié quantica va donar una
conferencia a la Universitat de Harvard
a la tardor de 1988 sobre la possibilitat
d’utilitzar la topologia quantica per a la
computacid. Aquestes idees, publicades en
un article de recerca el 1998, es basaven
en el descobriment que certes quantitats
matematiques conegudes com a invariants
de nus estaven associades amb la fisica
quantica d’una superficie bidimensional
que evoluciona en el temps. Si es pogués
crear un exemple del sistema fisic i realitzar
una mesura adequada, l'invariant de nus
seria calculat automaticament en lloc de
mitjancant un calcul llarg i inconvenient
en un ordinador convencional.

Encara que tot aix0 sona com teorizacio
salvatge molt allunyada de la realitat, ex-
periments recents en un camp conegut com
la fisica de I'efecte Hall quantic fraccionari
han posat 'esquema de 'anyé en una base
més solida.
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